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1. Question de cours

Question 1 : Enoncer la propriété de Bolzano-Weierstrass pour un ensemble compact.
Question 2 : Montrer que tout espace fermé d’un espace métrique compact est compact.
Question 3 : Dans X = QQ muni de la topologie induite par la topologie usuelle de R, est-ce que I’ensemble

{r € X,v2 < 2 < v/3} vu comme sous-ensemble de X est ouvert ? fermé ? compact ?

2. Exercices

2.1. Exercice 1 : Compacité

1) Soit (x,)nen une suite convergente d’un espace métrique (X, d), [ sa limite. Montrer que I’ensemble
I' = {x,,,n € N} U {l} est compact.

2) Soit (X', d’) un autre espace métrique et f : (X,d) — (X’,d’) une application continue telle que pour
tout compact K de X', f~1(K) est compact. Montrer que 1’image de tout fermé par f est un fermé. (On pourra
utiliser la question 1 de cet exercice).

3) Existe-t-il des applications continues qui ne sont pas fermées ? (c’est-a-dire telles que I’image de tout
fermé est un fermé).

2.2. Exercice 2 : Distance dans un espace métrique

1) Soit X un espace topologique et d, d’ deux distances sur X. Montrer que d et d’ sont topologiquement
équivalentes (c’est-a-dire les ouverts de (X, d) sont des ouverts de (X, d') et réciproquement) si et seulement
si ’application identité de (X, d) sur (X, d’) est un homéomorphisme.

% - i‘ . Montrer que J est bien une distance sur

2) On munit I’espace |0, +o0o[ de la distance §(z,y) =
10, oo.

3) En utilisant la question 1 de cet exercice, montrer que sur |0, +ool, d et § sont des distances topologi-
quement équivalentes.

4) Montrer que (]0, co[, §) n’est pas complet.
2.3. Exercice 3 : Complétude

1) Soit A € M,,(R) telle que 7', a?yj < 1. Montrer que pour tout b = (b, ..., by,), le systeme
n
Yiel,...n, x;— Zaiijj =
j=1

admet une unique solution. Indication : Titre de 1’exercice.
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